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 El teorema de localizaci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Introduccion
La denicion de la K teora algebraica es una denicion calicada por algunos de
formidable en el sentido de que es muy abstracta y poco o nada inteligible Mi
proposito en estas notas es describir la K teora desde sus inicios con la denicion de
los grupos de clases K

de AGrothendieck hasta las construcciones mas abstractas
de DQuillen y FWaldhausen presentando las sucesivas generalizaciones segun los
problemas que se plantean
La mejor opcion para aquel que este interesado en introducirse en el mundo de la
K teora superior es la lectura de los artculos originales de su fundador Quillen espe
cialmente Q Gr para la construccion Q y el de JLLoday L para la construccion
 En la actualidad se dispone de algunos textos excelentes que exponen las prin
cipales construcciones de la K teora como son los de JBerrick Be JRosenberg
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R VSrinivas Sr o las notas de CWeibel We No esta de mas sin embargo
presentar otra aproximacion al tema que resulte mas descriptiva de la evolucion de
las ideas que han conformado esta teora He aprovechado la existencia de los textos
mencionados para presentar unas notas que lejos de suponerse autocontenidas deben
pensarse como complementarias a la literatura existente Esto ha hecho que los pre
requisitos para leer estas notas varien de un apartado a otro En particular se supone
que el lector conoce la construccion del espacio clasicante de una categora y sus
propiedades principales
A riesgo de no ser el a la evolucion historica de las ideas que han abocado al
contexto actual especialmente en lo que a la teora de Waldhausen se reere he
utilizado deliberadamente la K teora de esquemas para indicar el camino que deben
tomar las sucesivas generalizaciones de los grupos de Grothendieck hasta llegar al
teorema de localizacion de RThomason
Como podra comprobarse me he centrado en la denicion de los grupos K

M
de una categora exacta M  sin entrar en otros aspectos de la K teora igualmente
importantes como los productos o las operaciones ni en las aplicaciones a la ge
ometra algebraica No he incluido las demostraciones de todos los resultados que
se enuncian ya que pueden consultarse en las referencias originales Respecto a la
bibliografa he de senalar que unicamente se han resenado los trabajos que se citan a
lo largo del texto y que por lo tanto no se pretende dar un panorama bibliograco
sobre la K teora
Estas notas tienen su origen en algunas exposiciones sobre K teora realizadas
entre  y 
 en la UPC y en el seminario Faves de la UB Agradezco a todos los
companeros de seminario su interes y sus comentarios JMajadas provoco en parte
este artculo al pedirme que presentara una denicion natural de la K teora lo que
me obligo a revisar mis conocimientos por lo que merece un agradecimiento especco
No puedo acabar esta breve introduccion sin hacer extensivo mi agradecimiento a los
fundadores de esta teora en cuyos artculos me he inspirado El lector apreciara sin
duda mi deuda con tal o cual artculo segun se vayan reejando en las referencias
de los distintos apartados
 El grupo K

de Grothendieck
 Empezemos recordando una construccion elemental y bien conocida Consid
eremos un monoide abeliano M  es decir un conjunto M provisto de una ley de
composicion  que satisface las propiedades de grupo abeliano excepto posible
mente la existencia de inversos A M le podemos asociar un grupo abeliano SM
y un homomorsmo de monoides s  M  SM que tenga la propiedad universal
siguiente para cada grupo abeliano A y todo morsmo de monoides f  M  A 
existe un unico morsmo de grupos f
s




f   f
s
A
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Conocemos ejemplos elementales de esta construccion como SN Zo SZ  
Q  En general podemos describir SM de la misma forma que pasamos de N a Z






 p m n

 p  nm

 p 
Hay otras descripciones equivalentes As podemos tomar F M el grupo libre gen
erado por M y denir SM como el cociente
SM  F M  m n n m  
donde  m  n  n  m  indica el subgrupo normal de F M generado por
dichos elementos
 Grothendieck BS propone una construccion similar en su formulacion del teo
rema de RiemannRoch sea X un esquema que supondremos siempre noetheriano
y separado y VectX la categora de haces localmente libres sobre X 
 Denicion KX es el grupo abeliano libre generado por las clases de










esten relacionados por una sucesion exacta
  E

 E  E

  
Si X es un esquema afn toda sucesion exacta de haces localmente libres escinde y
por lo tanto KX corresponde exactamente a la construccion de  es decir
KX  SVectX
donde VectX es el monoide de las clases de equivalencia de isomorsmo de brados
vectoriales sobre X 
Por otra parte la denicion anterior se aplica a cualquier categora aditiva A con
una nocion de sucesion exacta en particular a las categoras abelianas Sea CohX la
categora de haces coherentes sobre un esquema X  en este caso el K grupo asociado
lo notaremos por
GX  KCohX 
Algunos autores denotan este grupo por K

X  nosotros usaremos la notacion an
terior en honor de Grothendieck
 Sea f  X  Y un morsmo de esquemas La imagen recproca de un
brado vectorial sobre Y permite denir un morsmo de grupos
f

 KY   KX
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que convierten a K en un functor contravariante Por otra parte G no es
un morsmo covariante en general pues la imagen directa de un haz coherente no es





transforman haces coherentes en haces coherentes y permiten denir
un morsmo de grupos abelianos
f
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Con esta denicion G

se convierte en un functor covariante para morsmos propios






se deriva de la sucesion espectral de
Grothendieck de una composicion de functores
	 De las propiedades de KX y GX demostradas por Grothendieck destacare
mos las siguientes
	 Proposicion Si X es un esquema regular el morsmo natural
KX  GX 
inducido por la inclusion VectX  CohX  es un isomorsmo
La regularidad de X se usa para obtener resoluciones globales nitas de los haces
coherentes por haces localmente libres
  E
p
     E

 F   








y deducir que es de la imagen del morsmo natural mencionado
	 Invariancia por homotop




el mespacio afn sobre k La proyeccion A
m
k








Es evidente que podemos restringirnos al caso m   La inyectividad se deduce





x   x 
La exhaustividad se prueba por induccion sobre la dimension de X usando la sucesion
exacta que aparece en el resultado siguiente
SOBRE LA DEFINICION DE K TEORIA ALGEBRAICA 	
		 Escision Si Y  X es un subesquema cerrado de X de abierto comple







 GU   
donde i

corresponde al functor exacto inducido por la inclusion i  Y  X y j

corresponde a la restriccion de un haz coherente de X a U 
Aqu resulta esencial el hecho de que todo haz coherente sobre U se extiende a un
haz coherente sobre X  vease la discusion de x
En el caso de un kesquema regular X la proposicion  asegura que el grupo
KX satisface las propiedades de escision e invariancia por homotopa enunciadas
en 	 y  Este es un esquema que se repite en gran parte de la teora
en efecto algunos resultados resultan mas faciles de demostrar para los grupos G y
se establecen para los grupos KX de un esquema regular a traves del isomorsmo

 K teor
a topologica de AtiyahHirzebruch
 Como hemos mencionado la denicion de KX se aplica a toda categora
exacta y en particular a toda categora aditiva considerando como sucesiones ex
actas unicamente las escindidas Atiyah y Hirzebruch AH parten de un espacio





donde ahora VectX indica el monoide de clases de isomorsmo de brados vectori




 se convierte en un functor contravariante a valores en Ab 




con las propiedades del caso algebraico enunciadas en  son




es un functor homotopico es decir


























Y  Z 
donde el primer morsmo es la suma y el segundo la diferencia de las restricciones
correspondientes es exacta
La demostracion de estas dos propiedades se hace de hecho en la propia categora







 VectY   VectX
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y la sucesion exacta
VectX  VectY  VectZ


VectY  Z 
Esta ultima expresa el hecho que brados sobre Y  Z isomorfos en la interseccion
Y Z permiten denir un brado sobre X  pegandolos segun la instruccion dada por
el isomorsmo en Y  Z 






a este nivel implica la propiedad 	 no
es cierto en general que podamos deducir formalmente 		 de la sucesion exacta
de monoides anterior Aqu resulta esencial que al ser X compacto todo brado
vectorial F admite un brado complementario F

de forma que F F

sea trivial
cf K por lo que todo elemento de K

top
X se escribira en la forma
E F   E  F













X  Con esta observacion es facil ahora deducir 		 del proceso
de pegado de brados vectoriales
 El teorema de representabilidad de Brown en la version de Adams para func
tores denidos sobre los CWcomplejos nitos a valores en Ab cf Sw asegura
que un functor de este tipo es representable en el sentido de que existe un espacio








En el caso de los brados vectoriales complejos sobre X que estamos tratando pode










clasica los brados vectoriales complejos de rango n sobre X 
Vect
n
X  XBUn 
La compacidad de X permite pasar al lmite en la forma
VectX  XBU  
donde BU  lim

BUn  El lector advertira cierto abuso de notacion ya que BU
indica normalmente el espacio clasicante del grupo topologico U  Este abuso esta
justicado porque las dos acepciones de la notacion BU corresponden a espacios
homotopicamente equivalentes Se tiene ahora el siguiente resultado que de hecho
es valido para espacios paracompactos cf K








SOBRE LA DEFINICION DE K TEORIA ALGEBRAICA 
La aparicion del factor Z corresponde al rango del brado De hecho la funcion
localmente constante
r  X  N























XZ  mientras que no es difcil demostrar




E  E n





 XZ XBU 
 XZBU  










XY  indica la suspension
S
n
XY   S
n
XY 
estando XY punteado por la clase de Y  y donde
e














En particular dado un espacio topologico X  si denotamos por X

el espacio X










Atiyah y Hirzebruch demuestran que de esta forma se obtiene una teora cohomologica
generalizada es decir una sucesion de functores que verica los axiomas de Eilenberg
Steenrod salvo el de la dimension
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 El teorema de periodicidad de Bott K asegura que esta teora es periodica

































ya que el teorema de periodicidad de Bott puede expresarse mediante una equivalencia




Esta equivalencia tiene la ventaja de que muestra que ZBU es un espacio de lazos
innitos y que por tanto es una encarnacion de la teora cohomologica generalizada
correspondiente cf Sw
 Para acabar este apartado senalaremos que los coecientes de la K teora












	 El problema de la denicion de la K teora algebraica de un esquema X consiste
en denir los grupos K
i
X  i   asociados a X de forma que veriquen las
propiedades analogas a las enunciadas en  para el caso i   y que formen una
teora homologica generalizada en la categora de esquemas en un sentido que habra
que precisar
En el caso de esquemas anes X  SpecA se dispona clasicamente de candidatos
para i   	 En efecto si GLA denota el grupo lineal general de matrices sobre
A y EA es el subgrupo de matrices elementales es decir formado por aquellas
matrices que dieren de la identidad en a lo sumo una posicion entonces se tiene
K

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Estos grupos pueden compararse con la K teora topologica de AtiyahHirzebruch
a traves del teorema de SerreSwan En efecto segun este resultado la categora de
brados vectoriales sobre X es equivalente a la categora de CXmodulos proyec
tivos nito generados donde CX indica el anillo de funciones contnuas a valores








Este isomorsmo tiene ademas su replica a nivel i   En efecto la funcion
determinante denida sobre GLA permite descomponer K





























En una aproximacion nave podra pensarse en substituir la C del caso topologico
por el anillo A  es decir en utilizar los GL
n








Por esta va los grupos de K teora de A deberan ser los grupos de coecientes de




A  BGLA  Observemos que esta aproximacion no





BGLA  GLA  que ademas de no
coincidir con el grupo denido anteriormente no es conmutativo vease sin embargo
la construccion de Karoubi de la K teora algebraica de un anillo a partir de los
brados virtuales de Amodulos proyectivos K	
	 La interpretacion de Quillen de las construcciones que hemos presentado en x	
es que el morsmo
BU ZBU
permite hacer la completacion en grupo
VectX  KX
para todos los espacios X simultaneamente y como Z BU es un espacio de lazos
innito dene una teora cohomologica Desde este punto de vista para denir la
K teora algebraica se tratara de precisar que entendemos por completacion en grupo
de un espacio de forma que responda a la construccion de los grupos K 
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Para ello partiremos de una categora C monoidal es decir dotada de una ley de
composicion
  C  C  C
y un objeto nulo  vericando los axiomas de asociatividad adecuados cf Mc
Por analoga a la denicion de brado vectorial sobre un espacio X podemos denir
el conjunto CX de brados C valorados sobre X  que en terminos del espacio
clasicante de C se describen por
CX  XBC 
	 Denicion La K teora de C es un functor contravariante representable
K
C
de la categora de espacios compactos en la categora de grupos abelianos dotado




universal entre las transformaciones de C  en functores representables a valores en
Ab  es decir siempre que tengamos una transformacion natural a  CX  XA 






Al espacio que representa a K
C
X lo denotaremos por KC  El diagrama ante







C i   se denen como los valores de K
C









KC i   
Antes de estudiar la existencia de KC consideremos algunos ejemplos
	 Si C  VectC  es la categora de C espacios vectoriales de dimension nita
los C brados sobre un espacio X no son otra cosa que los brados vectoriales com





y por tanto KVectC  ZBU 
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		 Si C  Fin es la categora de conjuntos nitos los C brados sobre X
corresponden a espacios recubridores de un numero nito de hojas Y  X  Dado
uno de estos recubrimientos se puede utilizar el lema de Urysohn para escoger una
aplicacion
  Y  R

tal que
p   Y  X R

sea un encajamiento de forma que tomando para cada x  X el conjunto nito
p





















Mas adelante indicaremos el K espacio que le corresponde
	 El ejemplo que nos interesa y que desarrollaremos mas detalladamente en
apartados posteriores es el de haces localmente libres sobre un esquema afn X 
Spec A  es decir tomando C la categora de Amodulos projectivos nito generados
		 La dencion de KC es vaca si no se prueba un teorema de existencia Para
ello procederemos en dos etapas En la primera representamos el functor C esta
bilizado ie el functor C
stab
X que a X asocia el conjunto de diferencias formales
E n  E  CX 
donde n es un objeto de C pensado como un C brado trivial La representabilidad
de C
stab
 se deduce del teorema de Brown ya que este functor verica las hipotesis












En el ejemplo 		 de los brados vectoriales complejos sobre un espacio compacto




Esto se debe a que el conjunto de brados estables sobre X forma un grupo abeliano
Sin embargo los otros dos casos son diferentes Por ejemplo en el caso de los re
cubrimientos nitos de X no disponemos de recubrimientos complementarios a uno
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dado y Cov
stab
X no forma un grupo De hecho en este caso se puede identicar
B
stab












que no es un grupo abeliano lo que nos indica que el proceso de representacion de
KC no ha concluido
Analogamente en el caso algebraico se obtiene el espacio K

A BGLA que
como ya hemos indicado no agota el proceso
	 Para completar el proceso interesa ahora construir el espacio KC de forma que
se pueda completar el diagrama




de forma universal siempre que  Y  tome valores en Ab 
Es decir KC ha de ser un espacio tal que XKC sea un grupo abeliano y
KC Y   B
stab
C Y 
sea un isomorsmo para todo espacio simple Y  La obstruccion a extender una
aplicacion contnua de B
stab
C en Y a una aplicacion de KC en Y esta controlada




C  cf Wh por lo que sera
suciente construir un espacio KC y una aplicacion B
stab
C  KC que sea una
equivalencia homologica
	 As el problema general que se plantea es construir una equivalencia homologica
del espacio B
stab
C con un H espacio KC 
Por un isomorsmo en homologa entendemos que induce isomorsmos para todo
sistema de coecientes de grupos abelianos A sobre KC  Aunque esta generalidad
no es necesaria en el proceso iniciado este sera el tipo de equivalencias homologicas
que apareceran En particular si
g






















Quillen presenta dos formas de realizar este proceso La primera corresponde a la
construccion  Quillen observa que anadiendo 	 y celulas a un espacio X  se
puede abelianizar su grupo fundamental sin variar su homologa L
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	 Teorema Sea X un espacio topologico del tipo de homotopa de un CW 
complejo y N  

X un subgrupo perfecto Existe una equivalencia homologica














Ademas es universal en el sentido de que si g  X  Y es otra aplicacion acclica
con N  ker








Si aplicamos este proceso al espacio K

ABGLA respecto al subgrupo perfecto
maximal de 










que es el grupo que clasicamente se ha tomado como K

A  Ademas no es difcil

























 i  






En el caso de la categora de recubrimientos nitos de un espacio X  un teorema











por lo que la teora resultante no es otra cosa que la cohomotopa estable es decir la
teora cohomologica universal
La otra opcion para completar B
stab
C consiste en considerar BC como un monoide
topologico que como tal tendra un espacio clasicante BBC  En este caso el re
sultado a demostrar es el que se conoce como teorema de completacion en grupo del
que existen varias versiones cf por ejemplo M M	 y MS
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que es un isomorsmo en homologa
	 Esta presentacion de la K teora algebraica no resulta aun satisfactoria en
varios aspectos En efecto por una parte la construccion se realiza sobre el espacio
topologico BC mientras que sera mas conveniente realizarla a partir de la propia
categora C  de forma que pudieramos reejar la estructura de C  Por otra parte se
ha de tener en cuenta que esta construccion puede resultar adecuada para categoras
monoidales pero que en el caso de una estructura de categora exacta en la que inter
vienen sucesiones exactas no necesariamente escindidas no reejara esta situacion
Los apartados siguientes presentan la solucion de Quillen a ambos problemas
 K teor
a de categor
as monoidales II version functorial
 Notemos S una categora monoidal conmutativa Queremos realizar la com
pletacion en grupo de  directamente sobre S  Para ello Quillen propone mime
tizar en este contexto la construccion  del grupo abeliano SM asociado a un
monoide abeliano M  Recordemos que SM puede describirse a partir de las clases
de equivalencia de pares de M M denidas por la accion diagonal de M
SM M MM 
Con estas notaciones M actua sobre SM mediante las traslaciones
m p q  pm  q 
que denen un isomorsmo de inverso
p q  m p q 
 Denicion Denimos la categora S

S como la categora cuyos objetos son




























Por analoga al caso del monoide M  podemos pensar los pares BC como la
diferencia C B  S actua en S

S segun
A  BC  BA C 
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que admite el inverso
BC  A BC 




A   A 
La universalidad de la construccion la expresa el resultado siguiente cf Gr





es una equivalencia homotopica si y solo si S actua inversiblemente sobre S  es
decir si todo functor de traslacion
r
A
 S  S
B  A B
es una equivalencia homotopica
La hipotesis realizada sobre los morsmos de S se vericara en muchos casos en
particular en las categoras que aparecen en la K teora de anillos
 La construccion S

S realiza la completacion en grupo deseada pues se tiene
el siguiente resultado que es el analogo al teorema de completacion en grupo 

en este contexto cf Gr
















	 En el caso de la K teora algebraica de un anillo A  sea S  Iso PA la cat
egora formada por los isomorsmos de la categora PA de Amodulos proyectivos
nito generados S




















A  Si P es un Amodulo proyectivo consideremos Aut P  como categora
denimos un functor
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enviando el isomorsmo u  P


P al morsmo de S

S  dado por  u  PP 


PP   La transformacion natural
PQ  P AQ A
en S

S muestra que el diagrama





es homotopicamente conmutativo y por consiguiente podemos denir una aplicacion
	  BGLA  BS

S 




Como el grupo fundamental de S

S es abeliano de la propiedad universal de la
construccion  








Mediante la construccion telescopio se puede realizar 	 y deducir de 	 que induce










por lo que teniendo en cuenta a su vez que la construccion  es un ismorsmo en
homologia del diagrama anterior concluimos que 	


es tambien un isomorsmo




son H espacios y por lo tanto
la version para H espacios del teorema de Whitehead permite concluir que son ho
motopicamente equivalentes
 El estudio de las teoras homologicas asociadas a categoras monoidales dio
lugar a una amplia bibliografa en los anos  y  cf por ejemplo M	 S
Especialmente resenable es el teorema de unicidad de May y Thomason MT que
asegura que bajo buenas hipotesis las distintasmaquinas denidas sobre las categoras




 El grupo de Grothendieck de brados sobre un esquema arbitrario X se forma
a partir de las sucesiones exactas Como ya hemos senalado si X  Spec A todas
las sucesiones escinden por lo que es suciente considerar la estructura de categora
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
monoidal de VectX para construir la K teora como en el apartado anterior Sin
embargo si X no es afn la situacion es distinta




 E  E

 
de hecho se puede caracterizar como una subcategora de una categora abeliana cf
Q La idea de Quillen consiste en asociar a M una categora monoidal de forma que
incorpore en su estructura la informacion que dan las sucesiones exactas distinguidas









En general se construye una nueva categora donde estas sucesiones  escindan  Para






 E es un monomorsmo admisible lo que denotaremos simple
mente por E

 E  si forma parte de una sucesion exacta de M de la forma
  E

 E  E

  
En tal caso diremos que E  E

es un epimorsmo admisible E  E


 Denicion QM es la categora formada por los mismos objetos que M y












No resulta difcil probar





















Es decir QM es la categora de subcocientes de M 
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asociados a las parejas
  E

 E y E

 E  E 
En un sentido vago que precisaremos en el teorema  podemos pensar j

como
una seccion que escinde la sucesion exacta considerada Que esta construccion va en
la buena direccion lo prueba el siguiente resultado de QuillenGr
	 Teorema Sea PA la categora de Amodulos proyectivos nito genera








Este resultado motiva pues la siguiente denicion
 Denicion Sea M una categora exacta Se dene el espacio de K teora de
M mediante
KM  BQM 









En el caso algebraico si X es un esquema y PX CohX denotan las categoras













X son claramente contravariantes mientras que los grupos G

X lo
son para morsmos planos en particular para las inmersiones abiertas Estudiaremos
su covariancia en x
No vamos a probar el teorema 
 sin embargo senalemos que es posible com
probar directamente que 

BQM es isomorfo al grupo de Grothendieck K

M 







dejando las demas comprobaciones para Q










que corresponde a las parejas admisibles
    E y E  E  E 
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lo que dene la aplicacion 
  Para comprobar que tenemos un morsmo hemos de







































































En denitiva se obtiene un diagrama del tipo
que es homeomorfo a una esfera con tres crculos todos ellos pasando por el cero y
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 Propiedades fundamentales de la K teor
a algebraica
 Sean A i B dos subcategorias de M  Notemos EAB  o simplemente E en
el caso en que A  B M  la categora formada por sucesiones exactas de M
  A  E  B  
tales que A  A  B  B  EAB es de forma natural una categora exacta y se
tienen functores exactos
s EAB  A
q EAB  B
 Teorema El functor
s q  QEAB  QAQB
induce una equivalencia homotopica En particular
BQE  BQMBQM 
Es decir a nivel de la construccion Q podemos pensar que todas las sucesiones de
M escinden
La demostracion de este teorema es una aplicacion del teorema A de Quillen
Consiste en comprobar que la bra s qMN es contractil para lo que despues
de algunas reducciones se puede suponer que M y N son el objeto cero de M  Pero
en ese caso la sucesion exacta formada por ceros es un objeto inicial de s q 




 F  F

 












































































  que es un isomorsmo por lo que tambien es un
isomorsmo y se acaba el corolario
 Sea M una categora exacta i P una subcategora plena estable por extensiones










de P  entonces M tambien es un objeto de P 
 Teorema de resolucion Supongamos que M y P verican	

 Dada una sucesion exacta de M  si M es de P  tambien lo es M


 Todo objeto M

de M admite una resolucion  en la que M es de P 
Entonces el functor de inclusion
QP  QM












M i  
Sea P

la subcategoria plena de M formada por los objetos de M que admiten
una resolucion nita por objetos de P  La categora P

tiene una estructura natural
de categora exacta Como consecuencia del teorema anterior se tiene
 Corolario Con las hipotesis de 
 la inclusion P  P

induce una
equivalencia homotopica BQP  BQP











  i  
En efecto si denotamos por P
n
la subcategora plena de objetos de P

que admiten
una resolucion de longitud  n  no es difcil probar que para una sucesion exacta !
se verican las implicacions siguientes






























se dan las hipotesis del teorema
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lo que por paso al lmite permite concluir el corolario
En particular si P









es la situacion que se da entre las categoras de haces localmente libres y de haces
coherentes sobre un esquema regular lo que permite generalizar  a los grupos
de K teora superiores








X  i  
El teorema de resolucion en su version dual ha sido durante algun tiempo el
resultado que ha permitido estudiar la covariancia de los grupos G

X para algunos
morsmos propios Aunque presentaremos esta covariancia en general en x creo
interesante repoducir ahora el razonamiento original de Quillen









que depende functorialmente de f 
En efecto f

es un functor exacto sobre la categora de haces f acclicos por lo
que por el teorema dual de resolucion basta ver que todo haz coherente de X admite
una inyeccion en un haz acclico Sea L un haz amplio relativo a f  Ln  L
	n
esta















Sea F un haz coherente sobre X  Tensorializando la sucesion exacta anterior por F
resultara una sucesion exacta
  F  F
r
n  F E
n
  
Ahora se acaba aplicando el teorema de Serre ya que F n es acclico para n  
	 Como en el caso de los grupos denidos en x los grupos G

X tienen mejores
propiedades que los grupos K

X  El teorema de localizacion en este contexto que
generaliza a  se deduce de
	 Teorema de localizacion Sea A una categora abeliana y B una subcat
egora abeliana Se tiene una bracion
BQB  BQA  BQAB
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y por consiguiente una sucesion exacta larga








AB    
Este resultado es uno de los logros de la construccion Q de Quillen Su demostracion
es bastante laboriosa y se basa en el teorema B que permite reconocer las bras ho
motopicas de aplicaciones entre categoras Q Senalesmos tambien que este teorema
esta en la base de otras extensiones como las sucesiones espectrales que se obtienen
via lmites homotopicos T que permiten expresar la K teora como una teora
homologica denida en la categora de las categoras monoidales
En el caso de una inmersion cerrada de esquemas Y  X se prueba que
CohXCohY   CohU
por lo que del teorema de localizacion se deduce
	 Corolario Si Y  X es una inmersion cerrada de esquemas de abierto
complementario U  X  Y  se tiene una sucesion exacta








U   
Otra consecuencia importante de los teoremas abstractos que hemos presentado es la
vericacion del axioma de homotopa Sea k un cuerpo y X un kesquema
		 Teorema La proyeccion A
n
k








X  i   
Como en el caso de G

se razona por induccion sobre n y sobre la dimension de
X  usando la bracion 	 lo que reduce la prueba a demostrar que el morsmo
k  kt induce un isomorsmo de los grupos G

 Este es un hecho no trivial que
depende del teorema de resolucion y de otros resultados que no hemos presentado
como el teorema de devissage cf Q
El ultimo corolario es valido no solo para las proyecciones mencionadas sino tambien
siempre que se tenga un torsor afn T  X  Este hecho resulta especialmente rel
evante porque toda variedad quasiproyectiva admite un torsor an que es a su vez
un esquema afn lo que en cierta medida reduce el estudio de la Gteora de var





 Hemos observado que G

es un functor covariante para morsmos propios de





















Esta denicion de f

presenta el inconveniente de realizarse directamente en los gru
pos de Grothendieck de las categoras de haces coherentes correspondientes y no sobre
dichas categoras Logicamente el problema proviene de que en general el functor
f

 CohX  CohY 
no es exacto y se han de considerar sus functores derivados Si f es un morsmo
proyectivo se pueden evitar estas dicultades via el teorema de resolucion como hemos
mostrado en 	
Una forma de empaquetar toda la informacion de los functores derivados de f

es utilizar el formalismo de las categoras derivadas En efecto si D
b
X denota la









Para que esta presentacion sea util en nuestro contexto debemos disponer de la K 
teora de categoras trianguladas
 Denicion Sea T una categora triangulada Se dene el grupo de Grothen
dieck de T  que denotaremos por KT   como el grupo abeliano libre generado por



















Es immediato comprobar que todo functor triangulado
t  T  T

induce un morsmo de grupos
t

 KT   KT

 











La conexion de esta construccion con los grupos G

la da el siguiente resultado clasico
cf SGA 
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Mediante este resultado se consigue la presentacion de f

a nivel de categoras
pero a costa de trabajar con categoras trianguladas a las que en principio no son
aplicables sin mas las tecnicas de Quillen por lo que no es posible extender esta
construccion a la K teora superior vease sin embargo N
 Siguiendo las ideas de Waldhausen introducidas en un contexto topologico
Gillet Thomason y otros autores han propuesto denir la K teora de las cate
goras derivadas a partir de la K teora de las categoras de complejos y los quasi
isomorsmos Para presentar estas ideas empezemos modicando la construccion Q
de Quillen
 Sea M una categora exacta Recordemos 
	 que los morsmos de QM




 M  
 El nervio de esta
categora NQM  tiene por psmplices las composiciones de p morsmos de QM 
en particular N

QM  MorQM  Es un ejercicio probar que la composicion de















Sea sM el conjunto simplicial que tiene por psmplices las clases de isomorsmo












con los morsmos cara y degeneracion evidentes Mediante un proceso de subdi
vision este conjunto simplicial es homotopicamente equivalente al correspondiente al
considerar sucesiones de longitud 	
p
 por lo que se tiene cf W
 Proposicion NQM y sM son conjuntos simpliciales homotopicamente








sM i   

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Observemos que en esta presentacion la K teora depende unicamente de los monomor
smos admisibles de M  La idea de Waldhausen es reproducir esta construccion en
una categora con cobraciones renandola de forma que se obtenga una categora
simplicial SM  y no solo un conjunto simplicial en la que tenga sentido considerar
la subcateora de equivalencias debiles
	 Denicion Sea C una categora punteada y sea coC una subcategora de
C  Diremos que coC es una subcategora de cobraciones de C si se verican los
axiomas siguientes	
co 
 Todo isomorsmo es una cobracion
co  Todos los objetos de C son cobrantes es decir para todo objeto A de C
el morsmo   A es una cobracion
co  Las cobraciones admiten cambio de cobase y son estables por esta op








B y el morsmo C  C 
A
B es una cobracion
Por ejemplo si M es una categora exacta podemos considerar los monomorsmos
admisibles como subcategora de cobraciones y por consiguiente admite una estruc
tura de categora con cobraciones Observese que en una categora con cobraciones









   
A
B BA
y dar asi una nocion de epimorsmo admisible y de sucesion exacta como en el caso
de categoras exactas La diferencia ahora esta en el hecho de que en general los
epimorsmos admisibles no tienen porque formar una categora
Notaremos Morn la categora que tiene por objetos las parejas i j con   i 




 cada vez que i  i

y j  j


	 Denicion Sea C coC una categora con cobraciones Se dene la
categora S
n
C como la categora formada por los functores
A Morn  C
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Observemos que las propiedades de los functores A de la denicion anterior dan







y que por consiguiente los objetos de S
n
C se pueden identicar a sucesiones de















lo que permite ver la similitud con el conjunto simplicial sM introducido en 	
Senalemos que el hecho de prejar los cocientes es un elemento tecnico necesario en
las demostraciones pero que en cierta medida puede obviarse en las deniciones lo
que asemeja mas aun esta construccion con el conjunto simplicial sM 
	 Denicion Sea C coC una categora con cobraciones y wC una
subcategora de C  Diremos que wC es una categora de equivalencias debiles si
verica
w
 Los isomorsmos de C son equivalencias debiles
w Dado un diagrama commutativo





























es una equivalencia debil
En el caso de las categoras de complejos que es el que motiva en estas notas
el desarrollo de este apartado tanto las cobraciones como las equivalencias debiles
verican algunas propiedades mas que aseguran que se verican las hipotesis de los
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teoremas abstractos demostrados por Waldhausen Dado que nuestra presentacion en
este punto va a ser supercial no las detallaremos vease Wa y TT
La nocion de functor exacto entre categoras con cobraciones y equivalencias
debiles se dene de la forma natural es decir son aquellos que conservan toda la
estructura
		 Denicion Sea C coC wC una categora con cobraciones y equiva
lencias debiles Se dene el espacio de K teora de C segun
KC  jwSCj 
y los grupos de K teora de C por
K
i






Observemos que jwSCj es un conjunto bisimplicial
El grupo K

C w admite una presentacion simple En efecto es el grupo generado
por las clases C de objetos de C sujetas a las relaciones siguientes
 A  A







	 Dada una sucesion exacta en C  A  B  BAQ  se tiene
B  A  BA 
La K teora de categoras exactas corresponde a la eleccion de los isomorsmos
como equivalencias debiles 	 La ventaja ahora es que podemos incorporar la
informacion de los quasiisomorsmos de las categoaras de complejos para realizar la
K teora
 Sea M una categora exacta y notemos por C
b
M la categora de comple
jos acotados de M  Esta categora tiene una estructura de categora exacta natu
ral si consideramos las sucesiones exactas como aquellas que lo son grado a grado







Consideremos M como una subcategora plena de una categora abeliana A  Pode
mos denir el concepte de quasiisomorsmo en la categora C
b
M  relativo a A  y
considerar la siguiente estructura
coC
b




Con esta estructura C
b
M es una categora con cobraciones y equivalencias
debiles y por consiguiente podemos considerar su K teora KC
b
M w  Se tiene
 Teorema GilletWaldhausen La inclusion de M en C
b
M en grado cero
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M w i  
La demostracion de este resultado depende del teorema de bracion demostrado por
Waldhausen que es el analogo en el contexto de las categoras bradas del teorema
de localizacion de Quillen enunciado en  Para no alargar la exposicion nos
referiremos al trabajo de Walhausen W para su enunciado y demostracion En
cualquier caso a nivel de K

el resultado se sigue de las presentaciones explcitas de
ambos grupos
En efecto podemos denir un morsmo inverso al inducido por la inclusion M
C
b























que como se puede comprobar esta bien denida sobre los grupos K

 Para acabar









que se comprueba sin dicultad por induccion sobre la longitud del complejo
 Corolario Sea X un esquema noetheriano y denotemos por C
b
X la













X w i  
El resultado anterior es la extension de 	 a la K teora superior y se puede
reproducir el razonamiento a nivel G

para deducir
	 Corolario La Gteora de un esquema es covariante para morsmos propios
Antes de acabar este apartado senalemos que la K teora deWaldhausen ha per
mitido proponer una solucion a otro problema estructural de la K teora de Quillen
La denicion de Quillen KM  BQM tiene un inconveniente que no hemos tratado
en estas notas a saber que se ha de tomar el espacio de lazos de BQM  #Existe al
guna construccion categorica que realice este espacio de lazos$ Esta no es unicamente
una cuestion retorica ya que amenudo es difcil denir algunas nociones en K teora
superior por no poder trasladar las construcciones categoricas a los espacios de la
zos Esto es as por ejemplo para los productos o las operaciones e incluso para
identicar el espacio de K teora como un espacio de lazos innitos
Observese por ejemplo que dado un functor exacto
A B  C
entre categoras exactas dene una aplicacion contnua
BQABQB  BQC 
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por lo que de esta forma no se conseguira un morsmo en K teora con los grados








Algunos de estos problemas fueron resultos por Waldhausen antes de proponer la
K teora de categoras con cobraciones Usando esta nueva teora de Waldhausen
Gillet y Grayson GG han propuesto una construccion de un conjunto simplicial
que han denotado por GM  cuya realizacion geometrica es equivalente a KM y
que se describe a partir de la categora M  por lo que se adaptada mejor a este
tipo problemas Todo ello ha permitido introducir las operaciones en la K teora
superior de forma abstracta
 El teorema de localizacion de Thomason
El corolario 	 responde al teorema de localizacion para la Gteora de esque
mas Por otra parte si f  X  Y es una immersion cerrada es natural preguntarse
sobre la bra homotopica de la aplicacion
KX  KY 
y en particular si es posible identicarla en terminos de haces sobre X  Y y el abierto
complementario U  En esta direccion Quillen estudio en Gr un caso particular
que mostraba que en la solucion de este tipo de problemas intervenan de forma
natural las categopras de complejos A partir de los trabajos de Quillen se fueron
desarrollando otros resultados parciales por parte de diversos autores especialmente
Grayson Levine y Srinivas La teora de Waldhausen ha permitido a Thomason TT
dar la solucion general que exponemos en este apartado
 Recordemos la denicion siguiente de SGA 
 Denicion Dado un esquema X  un complejo E de O
X
se dice que es
perfecto si es localmente quasiisomorfo a un complejo acotado de haces localmente
libres
Localmente signica que para cada x  X existe un entorno U  X y un complejo
acotado de O
U






El complejo L dependera generalmente del abierto U  Si X admite una familia
amplia de haces de linea eg si es afn regular o quasiproyectivo sobre un esquema
afn entonces E sera globalmente quasiisomorfo a un complejo acotado de haces
localmente libres
Denotemos por PerfX la categora de complejos perfectos sobre un esquema X 
Esta categora hereda una estructura de categora con cobraciones y equivalencias
debiles de la categora de complejos de haces coherentes por lo que podemos realizar
SOBRE LA DEFINICION DE K TEORIA ALGEBRAICA 








Sobre un esquema que admita una familia amplia de haces de linea el comentario
anterior y el teorema de GilletWaldhausen  aseguran que se verica
	 Corolario Sea X un esquema con una familia amplia de haces de linea Los
grupos de K teora denidos via los complejos perfectos son isomorfos a los grupos









Mas generalmente si Y  X es un subesquema cerrado Thomason propone la
denicion siguiente
 Denicion Se dene la K teora de X con soporte en Y  que denotaremos
por K

XonY   como la K teora de complejos perfectos de X que son exactos en
U  X  Y 






pues se tiene TT
 Teorema de localizacion En la situacion anterior se tiene una sucesion
exacta

















Obervese que esta sucesion no acaba en un epimorsmo en K

Y  
La idea de la parte geometrica de la demostracion de este resultado es suciente
mente simple como para que intentemos reproducirla En efecto despues de utilizar
los teoremas generales de la K teora de Waldhausen especialmente el teorema de
bracion y resultados de conalidad el teorema se reduce a probar
 Proposicion Sea X un esquema con una familia amplia de haces de linea













La demostracion de esta proposicion es paralela a la de extension de un haz coher
ente de U a un haz coherente de X  Empecemos recordando este caso
Si F  CohU  entonces j












Ahora de la compatibilidad de lim

com los Hom que se deriva de que los haces
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La generalizacion de este razonamiento a los complejos perfectos de haces se basa en
dos hechos














para todo sistema directo de complejos E

en la categora derivada
	 Todo complejo F es quasiisomorfo al lmite disrecto de sus subcomplejos
perfectos
La primera asercion esta clara localmente es decir para los haces Hom ya que si





























E    
que es compatible con los lmites directos en la variable E  La globalizacion del
resultado de la asercion  se deriva ahora por el proceso habitual del paso local
global mediante la sucesion espectral conveniente
La seguna asercion es falsa en su formulacion anterior En general se verica
Asercion Todo complejo F es quasiisomorfo a un lmite directo de complejos per
fectos
Si X tiene una familia amplia de haces de linea la demostracion de esta asercion
consiste en usar inductivamente que todo haz es el cociente de una suma de haces lo
calmente libres Por ejemplo en el caso de complejos de haces acotados superiormente
podemos indicar la construccion en el diagrama













SOBRE LA DEFINICION DE K TEORIA ALGEBRAICA 
Donde dado el complejo F


empezamos por considerar F
b
como cociente de una
haz localmente libre E
b
 Despues de efectuar el pullback del diagrama resultante
resolvemos por otro haz localmente libre E
b
 y continuamos as el proceso
Volviendo a la extension de complejos perfectos de U a X  la asercion anterior no
permite reproducir todo el razonamiento que hemos indicado en el caso de los haces
coherentes Unicamente permite deducir
	 Proposicion Todo F  PerfU es un sumando directo de algun j

E  con
E  PerfX 
Este hecho es el reponsable de la falta de exhaustividad al nal de la sucesion
exacta del teorema Deberamos senalar aqu que Thomason ha extendido resultados
clasicos de Bass que permiten extender la sucesion hacia la derecha usando grupos de
K teora negativos TT
 PERE PASCUAL GAINZA
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